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МНОГОГРАННИКИ 



И ИХ ОБЪЕМЫ 



Диафильм по математике для X класса 



Двугранный угол. 



V Если Ьсос, Ыа, сс|}, с±а, 
то (Ьс)—линейный угол. Его 
мера называется мерой 
двугранного угла. 


Объясните, почему мера 
двугранного угла не зависит 
от выбора линейного угла 
(если Ь,сос, Ь,1а, Сіс]і, 
с ( 1а, то ^(Ь,Сі)=^(Ьс)). 


5 



Трехгранный угол (аЬс). 
| (аЬ), (Ьс), (ас)—грани, 

" а, Ь, с—ребра, 

5—вершина. 
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Подумайте, как можно дать определение 
четырехгранного угла; пятигранного угла. 


ж в 



Это тело — многогранник: 

его поверхность состоит из 
конечного числа много¬ 
угольников. 


Многогранник называется 
выпуклым, если он лежит 
по одну сторону плоскости 
каждого из многоугольни¬ 
ков на его поверхности. 





А является ли этот многогранник выпуклым? 


□ 









о 


^Назовите вершины, ребра, 
# грани изображенного мно¬ 
гогранника. Является ли он 
выпуклым? 


Какие многогранники 
есть на этом рисунке? 







ОПРЕДЕЛЕНИЕ. 

У Призма— это многогранник, состоящий из двух много- 
в угольников (оснований), совмещающихся параллель¬ 
ным переносом, и всех отрезков, соединяющих соот¬ 
ветствующие точки оснований. 



Докажите, что у призмы: 

ш ^ I) основания равны и лежат в параллельных пло¬ 
скостях; 

2) боковые ребра параллельны и равны. д 




Объясните, 

почему боковая поверхность призмы 
состоит из параллелограммов. 



Высота призмы — расстояние между плоскостями ос- 

І нований. Диагональ призмы соединяет две верши¬ 
ны, не лежащие в одной грани. Диагональное сече- 
• ние призмы проходит через два боковых ребра, не 


лежащих в 


0€оС, 

°,ер, 

°°, 1]5 


одной грани. 


С 



9 Докажите, 

• диагонали 


что 00і—высота данной призмы; 
и диагональные сечения. 


назовите 

ш 





Прямые призмы: боковые ребра перпендикулярны 













Какие многоугольники на рисунке служат развертками 
I) прямых призм; 2) правильных призм? 
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ТЕОРЕМА. Боковая поверхность прямой призмы 
равна произведению периметра (Р) основания на вы¬ 
соту (И) призмы. 



ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 

1. Боковые грани— ... . 

2. Боковые ребра равны ... . 

3. Площадь боковой грани равна 

4. Боковая поверхность равна ... 


Закончите 

доказательство. 


ш 





ЗАДАЧА. 

оСІААі. Р— периметр 
сечения АгВгСгОгЕг. 
Докажите, что 5бок = АА,-Р. 


А В 



ЗАДАЧА. 

• Постройте сечение данной 
призмы, проходящее через 
ребро ВС и вершину Аі. 


и 





с 


ПРОВЕРЬТЕ СВОЕ РЕШЕНИЕ. 


1. Проведем прямую ВАі 
в плоскости АіВ^А. 

2. Проведем прямую САі 
в плоскости АіСіСА. 
л АіВС — 

искомое сечение. 


3 . 





V 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ. 

Параллелепипедом называется призма, 
основания которой—параллелограммы. 


















ТЕОРЕМА. 

У параллелепипеда противолежащие грани 
параллельны и равны. 



ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 

Докажем, что грани АВВіА, и СОО,Сі 
параллельны и равны. 

1. АВІІ А,Вь А, В, ІІСА, С,0,11 СО. 

^ - 

Грани АВВіАі и СйЛіСі параллельны. 

2. АВ =А,В,= СА= СЛ; АВІІ А,В,ІІ САНСЛ. 

V 

Грани АВВіА) и СЛйіСі совмещаются 
параллельным переносом. 


V 

Грани АВВіАі и СОЛіСі равны. 
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Объясните каждый шаг доказательства. 


и 








| ТЕОРЕМА. 

• Диагонали параллелепипеда пересекаются 
в одной точке и делятся ею пополам. 



ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 

1. А,В,|| СО. 

Г” 

АіВі и Сй лежат в одной плоскости. 

2. АійІІВіС. 

' Г~ 

АіВіСЭ— параллелограмм. 

3. АіС и ВіЛ пересекаются и делятся 
точкой пересечения пополам. 
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Обоснуйте каждый шаг приведенного рассуждения 
и объясните, почему этого рассуждения достаточно 
для доказательства теоремы. . 








Докажите, что точка пересечения 
диагоналей параллелепипеда 
является его центром симметрии. 


т 







Найдите прямые и прямоугольные параллелепипеды. 
# Как называется прямоугольный параллелепипед с 
равными измерениями? 

















ТЕОРЕМА. 

В прямоугольном параллелепипеде квадрат любой 
диагонали равен сумме квадратов трех его изме¬ 
рений. 


А.^ 



О 


Докажите теорему. 





ОПРЕДЕЛЕНИЕ. 


Пирамида— это многогранник, состоящий из плоско¬ 
го многоугольника, точки, не лежащей в плоскости 
этого многоугольника, и всех отрезков, соединяющих 
эту точку с точками многоугольника. 
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Найдите на рисунке пирамиды. Назовите основание, 
вершину, боковые грани, боковые ребра, высоту пи¬ 
рамиды 5АВСРЕ. I 








ТЕОРЕМА. 

Плоскость, параллельная основанию 
• пирамиды и пересекающая ее, 
отсекает подобную пирамиду. 





Это — правильные пирами- 
■ ды: основание—правильный 
* многоугольник, основание 
высоты совпадает с цент¬ 
ром многоугольника. 


Верно ли, что все боковые 
ребра правильной пирамиды 
равны? А боковые грани? 




Какой многоугольник слу¬ 
жит разверткой правиль¬ 
ной пирамиды? 

ЕЕ 





Высота боковой грани правильной пирамиды, прове¬ 
ет денная из ее вершины, называется апофемой. Дока- 
• жите следующую теорему. 



ТЕОРЕМА. 

Боковая поверхность пра¬ 
вильной пирамиды равна 
произведению полупери¬ 
метра основания на апо¬ 
фему. 



АВСР АіВіСіОі — усеченная пирамида. 
ОіО — ее высота, 

АВСР и А,ВіСіРі — основания. 


Какую форму 
имеют боковые грани 
• усеченной пирамиды? 


ЕЕ 




Ѵ Из правильной пирамиды полу¬ 
чается правильная усеченная 
й пирамида. 
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Вычислите 5бок. данной правильной 
ф усеченной пирамиды. 


Л 


т 





ф Существует 5 выпуклых правильных многогранников. 




И * осаэ ДР Додекаэдр 


Какую форму имеют грани и сколько ребер сходит¬ 
ся в каждой вершине этих многогранников? 


т 


А 





Р—многоугольник, V (Р)—его объем. 


і. (Р, = Р2МѴ(р,) = ѵ(р 2 )). 



2 . 


(Р-РіМРг, Рі и Р 2 не имеют 
общих внутренних точек) 

(Ѵ(Р) = Ѵ(Р,)+Ѵ(Р 2 )). 


3. (Р—единичный куб) =і> (V(Р) = I). 















Найдем объем прямоугольного параллелепипеда 
с ребрами а, Ь, с, где а, Ь, с—конечные десятичные 
дроби с числом знаков после запятой не более п. 



1. Делим ребра на Ю п равных 
частей; проводим через точ¬ 
ки деления плоскости, парал¬ 
лельные граням. 

2. Объем малого куба равен 

этих кубов аЬс*Ю 3п . 

3. Значит, Ѵ=аЬс. 


ЕЕ 


















Если длины ребер выражаются бесконечными десятичными 
дробями, их можно заменить приближенными значениями с 

любой наперед заданной точностью (с недостатком и с 

избытком). Тогда объем будет заключен между объемами 
прямоугольных параллелепипедов, измерения которых —ко¬ 
нечные десятичные дроби. Увеличивая точность приближе¬ 
ния, приходим к выводу, что всегда: 



ЕТ«1 

















Пользуясь формулой объема прямоугольного парал¬ 
лелепипеда, вычислите объемы данных многогран¬ 
ников. 


ЕЛ 























АВСЭ А,ВіСіОі — 

наклонный параллелепипед 

Плоскость АіВЗгАгіАВСР, 
плоскость О^іСгОгіАВСО. 
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Докажите, что А, ВіСійі АгВгСгОг — параллелепипед, 
имеющий тот же объем, ту же площадь основания 
и ту же высоту, что и данный параллелепипед. 


ЕВ 








Таким же образом превратим 
параллелепипед 

АіВіСіОіАгВгСгОг 

в параллелепипед 

АзВгСгОзВзВ^іСз, 
являющийся прямым, а его— 
в прямоугольный паралле¬ 
лепипед. 


9 Объясните, почему 




I 


объем любого параллелепипеда равен 
произведению площади основания на высоту. 











Найдем объем V треугольной призмы АВСА,ВіСі. 




Дополним призму до парал¬ 
лелепипеда с центром сим¬ 
метрии 0. Тогда 




Объясните, почему объем 
этой призмы равен произ¬ 
ведению площади основа¬ 
ния на высоту. 


ш 
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Докажите, что объем лю¬ 
бой призмы равен произ¬ 
ведению площади основа¬ 
ния на высоту. 








ЗАДАЧА. 

Докажите, что объем на¬ 
клонной призмы равен про¬ 
изведению площади пер¬ 
пендикулярного сечения 
на боковое ребро. 








Палатка имеет форму прямой призмы. 
Вычислите ее объем. 



5 



Можно доказать, что объ¬ 
ем пирамиды равен одной 
трети произведения пло¬ 
щади основания на высоту. 




Найдите объем правильной 
четырехугольной пирами¬ 
ды 5АВСЭ. 
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50=Н. 

$ 01 = 4 ,. 





Вычислите объем каждого,многогранника. 







I 


Можно доказать, что отношение объемов подобных 
тел равно кубу коэффициента подобия. 


$ 



ЗАДАЧА. 

50—высота, 5М=МО, ос|| р. 
В каком отношении 
плоскость ос 

делит объем пирамиды? 


Л 


Ш 


КОНЕЦ 
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